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*
Exercice 1

Soit (uy,) la suite définie par ug = 3 et Vn € N, w1 = ﬂ Soit (vy,) la suite définie pour tout n € N par v,, = —
du,, + 2 Up,
1) Montrer par récurrence que (u,) et (v,,) sont bien définies.
2) Déterminer la nature de la suite v,.
3) En déduire une expression de v, en fonction de n, puis une expression de u,, en fonction de n.

*
Exercice 2

Soit (uy,) la suite définie par ug =1 et ¥Yn € N, uy, 41 = iun —1.

1) Pour tout n € N, on pose v,, = u,, — 2. Montrer que v,, est une suite géométrique dont on déterminera la raison.
2) En déduire une expression du terme général de (uy,).
3) En déduire la limite de (u,) lorsque n — 400

*
Exercice 3

Up — 3
On considere la suite (uy,,) définie par ug = 9 et pour tout n € N par u, 41 = ———

Déterminer une expression du terme général de (u,) puis déterminer la limite de (u,,) si elle existe.

*
Exercice 4

On consideére la suite (u,) définie par uy = 2 et pour tout n € N par u,+1 = —2u,, + 5.
Déterminer une expression du terme général de (u,) puis déterminer la limite de (u,) si elle existe.

*
Exercice 5

Déterminer une expression de (u,) en fonction de n dans chaque cas.

1) (un) est la suite définie par ug = 3, u1 =8, et Vn € N, w19 = 441 — 2uy,.

2) (up) est la suite définie par ug =0, u1 = 1 et upt2 = 2Up41 — 7un
*

Exercice 6

2 2
Soit (uy,) la suite définie pour tout n € N par u,, = 3 cos (;ﬁ) —/3sin <gn>

Montrer que u,, vérifie :

ug = 3
uy = -3
Up4+2 = —Up+4+1 — Up
*

Exercice 7

Etudier dans chaque cas la limite de la suite (u,). On pourra utiliser un nombre dérivé.

1 -1 1
1) Vn € N*, unzw 3) ¥n € N*, u, =nsin ()
1/n n
. 1
2) Vn € N R un:nln <1+n) 4) VHEN*, un:n(e—l/n _1)

*
Exercice 8

Etudier la limite des suites suivantes :

& 1/5



HKBL TD 6 : Suites numériques

2024-2025

1) Vn €N, u, =n?+ e~n’ cos(n)

4) Vn €N, u, = S
2) Vn € N, u, =n?sinn —n? (1) 5
n(=1)" —n
3) Vn € N7 Uy = (lnn)l/n 5) Vn € N, Up = W
*
Exercice 9
Déterminer la limite des suites suivantes :
1) e=0:001xn ;2021 3) (3n)le"
In 7)2021
2) nle™™ 4) )
*
Exercice 10
Déterminer dans chaque cas la limite de la suite (uy,)
) e2n—1 4 en’ ¢) uy =1n(l+n) —In(n) ¢) u (8n3 +1)3
a) Up = ——55— n =
en?+2 (9”2 + 1)%
b) u vn2—n+1 ) up = In(n)
T VA2 +on+ 1 d) u, =In(n) +In(2n+1) —21In(n) " In(vn)
* x
Exercice 11
Déterminer dans chaque cas la limite de la suite (uy,)
2 3
(1 b) un = (et 1) G, Al
n 3In(n2022 4 en)
a) u, =
In(n 4+ 1) — In(n)

*
Exercice 12

Déterminer dans chaque cas la limite de la suite (uy,)

32_4 _ 2
2) VneN, = 24 &) Vn N, u, = L= V1)
6 —Tn ny/n
2n2\/n — 3
b)VnEN,unZW d)VnEI\Lun:W—\/ﬁ

* *
Exercice 13

Déterminer dans chaque cas un équivalent simple de u,,

a) up, =/n+ 50 &) u, = V1+2n + 5n? &) u, = el/" + cos(e ™)
" In(1 + n?) " vnt4+n+1
4 —n L 3 2 d) wu, =sin In(n) - b .
b) u, =n*+2e +£—n -n n = ntn f) u, =n3(ev" +en +enz —3)
*

Exercice 14

. L ul +1
Soit (uy,) la suite définie par ug € R et u,11 = ”2 )
1) Montrer que la suite (u,) est croissante.

2) Déterminer, selon la valeur de wg, la limite de la suite (u,,)
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*
Exercice 15

1

—
Un

Soit (uy,) la suite définie par uy = 1 et w1 = u, +

1) Montrer que la suite (u,) est bien définie
2) Etudier la monotonie de la suite (u,)

3) Montrer que lim wu, = +o0.
n—-+oo

* *
Exercice 16

1) Pour tout n € N, on pose f,(x) = 2™ + Inz. Montrer que 1’équation f,(z) = 0 admet une unique solution dans
]0; 1. On note w,, cette solution.

2) Soit n € N. En exprimant f,,41(un) — fn(un) de deux fagons différentes, déterminer le signe de f,41(uy,) puis en
déduire que (u,) est croissante

3) Justifier que (u,) converge vers un réel ¢, puis montrer que ¢ = 1.

* *
Exercice 17

1) Pour tout n € N*, justifier que 'équation tan 2 = = admet une unique solution dans l'intervalle | — % +nm; 5 +nx|.
On note x,, cette solution.

2) Justifier que z, ~ nw
n—-+oo

* *
Exercice 18

Soient (u,) et (vy,) deux suites définies par ug,vy € RY avec uy < o, et pour tout n € N

Uy, + U

Unt1 =/ UpUy €6 Vpy1 = 5
1) Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < vy,
2) Montrer que pour tout n € N, v, — u, < 2%(110 — up)
3) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes. Conclure.

* X %
Exercice 19

Soit (uy,) une suite définie sur N* qui converge vers un réel ¢, et soit (w,) la suite définie pour tout n € N* par

n
1 UL+ U+ -+ U
wnzfg Uk =
n n
k=1

m w, = ¢ (ce résultat est connu sous le nom de Théoréme de

En utilisant la définition de la limite,montrer que li
n—-4oo

Cesaro).

* *
Exercice 20

Soient (uy) et (vy,) deux suites de réels strictement positifs telles que

U v
Vn € N, L‘HSL‘H

Up, Un

Montrer que si lim wu, = 400, alors lim v, = 4o0.
n—-+oo ——+o0

n
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* *
Exercice 21

Dans cet exercice, on consideére la suite (H,,) définie pour tout entier naturel non nul n par
n
1
Ho=)
k=1
1) Soient (uy,) et (vy,) les suites définies pour tout entier naturel n non nul par :

1
u, = H, —In(n) et v, =u,——

a) Montrer que pour tout réel x > —1, on a In(1 + z) < x.
Indication : On pourra étudier la fonction f: z +—— =z —In(1 + z).

o

Montrer que (u,) est une suite décroissante et que (v,,) est une suite croissante.

Montrer que (uy,) et (v,) convergent vers une méme limite .

Q. o
S— N N

En déduire un équivalent simple de H,,

@

Montrer que v > 0.

* *
Exercice 22

n
3ku
Soit a > 0 un réel. On considére la suite (uy,)nen+ définie par u; = a et pour tout n € N*| u, 11 = Z Tk
k=1

1) Montrer par récurrence simple que pour tout entier n € N*, 3" > n + 2
2) Montrer par récurrence forte que pour tout n € N*, u, > an
3) En déduire la limite de (uy,).

* *
Exercice 23

Soient (uy,) et (v,) deux suites telles que pour tout n € N, 0 < up, <2 et 0 < v, < 3.
On suppose que (u,v,) converge et que lirf Upv, = 6. Montrer que (u,) et (v,) sont convergentes et préciser leurs
n——+0oo
limites.
*
Exercice 24

2u
e2un
On consideére la suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout n € N, w, 41 = o
e n
e2w
On pose f(x) = .
pose f(z) = — |

1) Etudier les variations de f sur R

2) Montrer que pour tout n € N, u,, et u,11 sont bien définis et 0 < u, < upt

3) Montrer que pour tout réel x € R, * > 1+ x.

4) En déduire que 1’équation f(z) = z n’a aucune solution réelle. Conclure sur la limite de (u,).

*
Exercice 25

n

Le but de cet exercice est de montrer que lim — =0.
n—+oo n!

On pose pour tout n € N, u,, = e” et v,, = nl.
Unt1 _ Lopg

1) Montrer qu’il existe un entier ng tel que pour tout n > ng, <
Uy, 2 v,

1 n—no
2) En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n > ng on a u, < C (2> Up-

3) Conclure.
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* X %
Exercice 26

1) Dans cette question on démontre le théoréme de Césaro (voir exercice 19) dans un cas particulier. On considére
n—1

une suite (a,) croissante qui converge vers un réel £ et on pose, pour tout entier n € N*, b,, = - g ag.
k=0

a) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, V'inégalité b, < a,

b) Montrer que la suite (b,) est croissante.

bn + ap

d 2

)
)
¢) Montrer que la suite (b,) converge vers un réel ¢’ qui vérifie ¢/ < £.
)
)

Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité by, >
E

n déduire que lim b, = lim a,.
n—-+4+oo n—-+oo

2) On se propose d’étudier maintenant la suite (u,,) définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n, u, 11 = /u2 + uy,.

e

a) Montrer que pour tout entier naturel n, u,, est bien défini et supérieur ou égal & 1.
b) Montrer que (u,) est croissante.

¢) Montrer que si (u,) converge vers un réel ¢, alors £ = 0. Conclure sur la limite de (u,,).

3) Recherche d’'un équivalent de u,,

. 1
a) Montrer que nll)l}:loo(un+1 —Up) = 3
b) Etudier les variations de la fonction f : z — V2242 — z, puis en déduire que la suite (upy1 — uy,) est
croissante.
n
c¢) Utiliser la premiére question pour établir que u,, ~ —.
7L—)+002
* K %

Exercice 27

Le but de cet exercice est de démontrer 'irrationalité du nombre e.
On consideére les suites (up)nen €t (Upn)nen définies par
n
1 1
Vn € N, U"ZZH et v, =u, +
k=0

n xn!

1) Montrer que (u,) et (vy,) sont adjacentes. En déduire qu’elles convergent vers une méme limite ¢ et que pour tout
ne€Nonau, </l <uv,.

2) Montrer par 'absurde que £ est irrationnel.

3) En utilisant une intégration par parties, montrer par récurrence sur n que

1—t) "

1 —
/ a-o" tdt‘ < 1
0 n! n!

5) En déduire que lim wu, = e. Conclure.
n—-+oo

4) Montrer que pour tout n € N*,
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